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2022 年【全國科學探究競賽-這樣教我就懂】 

高中（職）組 成果報告表單 

題目名稱：遊藝數學─Desmos軟體與數學的相遇 

⼀、摘要： 

    現今生活中，告白的方式越來越多，而形式也不停地在變換。如果能使用數學方程式畫

出與網路上不同的心形圖案，或許也是⼀種別出心裁的告白方式。 

    本研究先利用橢圓方程式與廣義角三角比，推導出心形方程式ܽ(ݔ − ℎ)ଶ − ݔ|ܾ − ℎ|(ݕ −
݇) + ݕ)ܿ − ݇)ଶ = ݀。再使用數學軟體 Desmos 繪圖，並分析方程式中的係數是否會影響圖形

的變化。過程中發現係數ܽ、ܿ的改變會影響圖形的伸縮，而ℎ、݇則是影響圖形的平移。 

    最後我們除了使用推導出的方程式在 Desmos 上畫出生活中的雞心蛤，更搭配所學過的

各種數學方程式，如：⼀次函數、⼆次函數、指數函數、圓及橢圓…等，畫出了台灣黑熊及

高雄流行音樂中心。 
二、探究題目與動機 

    前⼀段時間，很多⼈利用不同的方式去向喜歡的⼈表白，例如：化學式的

Mg+ZnSO4→MgSO4+Zn、外殼是愛心形狀的雞心蛤以及國文的藏頭詩……等有趣的方式來表

達自己的愛意。如果可以用化學式告白，那我們何不嘗試看看利用數學的方程式來表現呢？

在網路上尋找的過程中，看到了⼀篇關於數學的告白方式，是利用方程式畫出心形的函數圖

形，非常神奇。因此我們很好奇，想了解它的形成過程。 

    在搜尋過程中，也發現除了有名的心臟線之外，其實還有各式各樣的心形函數，每個函

數畫出來的心形都不盡相同，因此我們挑了幾個比較能看懂的方程式去詢問老師，看看是否

能用高中學到的知識推導出這樣的方程式，並利用數學軟體 Desmos 將心形圖案畫出來。 
三、探究目的與假設  

(⼀) 了解這個心形函數是如何形成的。  

(二) 討論方程式的係數有沒有什麼限制，以及改變係數對圖形的影響。 

(三) 嘗試使用數學方程式在 Desmos 軟體上繪圖，看看是否能用數學呈現出生活中的畫面。 

四、探究方法與驗證步驟 

(⼀) 斜橢圓方程式推導 

    在平面上，使用高中學過的數學概念，將⼀平行於ݔ軸的橢圓方程式逆時針旋轉గ
ସ
，

嘗試推導出斜橢圓方程，過程中如下： 

1、 已知座標平⾯上任意⼀點ܲ(ݔ, ݎ)均可表示為ܲ(ݕ cos ߙ , ݎ sin 為ܲ點到原點ݎ其中，(ߙ

ܱ的距離，ߙ為ܱܲതതതത與ݔ軸正向的夾角。若將ܱܲതതതത逆時針旋轉ߚ角，並假設ܲ點移動後的

新座標ܲᇱ = ,ᇱݔ) (ᇱݕ = ݎ) cos(ߙ + (ߚ , ݎ sin(ߙ +  。((ߚ

2、 利用和角公式化簡 

         ൜ݔᇱ = ߙ)cosݎ + (ߚ = ݎ cos ߙ cos ߚ − ݊݅ݏݎ ߙ ݊݅ݏ ߚ
ᇱݕ = ߙ)݊݅ݏݎ + (ߚ = ݎ ݊݅ݏ ߙ cos ߚ + ݎ cos ߙ ݊݅ݏ  ߚ
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又因為ቄ
ݔ = cosݎ α
y = sinݎ α，整理可得൜ݔᇱ = ݔ cos ߚ − ݕ sin ߚ

ᇱݕ = ݔ sin ߚ ݕ− cos ߚ  

3、 以⻑軸在 x 軸橢圓方程式 ୶²
ହ

 + ୷²
ଵ

 =1 為例，當 ߚ 角為 గ
ସ

  時，

ቐ
ᇱݔ = ݔ cos గ

ସ
− ݕ sin గ

ସ
= √ଶ

ଶ
ݔ) − ─(ݕ

yᇱ = y sin గ
ସ

+ ݔ cos గ
ସ

= √ଶ
ଶ

ݔ) + ─(ݕ
 

         +可得ݔᇱ + ᇱݕ = ݔ 即，ݔ2√ = ௫ᇲା௬ᇲ

√ଶ
 

         −可得ݕᇱ − ᇱݔ = ݕ 即，ݕ2√ = ௬ᇲି௫ᇲ

√ଶ
 

4、 將 x、y 代入橢圓方程式 ୶²
ହ

 + ୷²
ଵ

 =1 中，可得 

ᇱଶݔ         + ᇱݕᇱݔ2 + ᇱଶݕ + ᇱଶݕ)5 − ᇱݕᇱݔ2 + (ᇱଶݔ = 10 

         ⇒ ଶ’ݔ6 − ᇱݕᇱݔ8 + ᇱଶݕ6 = 10 

         ⇒ ᇱଶݔ3 − ᇱݕᇱݔ4 + 3yᇱଶ = 5 

5、 故可推得，將⻑軸在 x 軸的橢圓，逆時針旋轉 ߠ 角後，可得斜橢圓，且其方程式均

可表示為ܽ²ݔ − ݕݔܾ + ଶݕܿ = ݀，圖形如圖⼀所示。 

        (圖⼀) 

(⼆) 吳建生（1996）發表在《數學傳播》的文章中提到，二次曲線的方程式均可表示成 

²ݔܽ + ݕݔܾ + ²ݕܿ + ݔ݀ + ݕ݁ + ݂ = 0，其判別式為ܾ² − 4ܽܿ。 
(表⼀) 

 圖形 
ܾ² − 4ܽܿ >  0 雙曲線、兩相交直線 
ܾଶ − 4ܽܿ  ＝  0 拋物線、兩重和直線、兩平行直線、空集合 
ܾ² − 4ܽܿ <  0 圓、橢圓、⼀點、空集合 

    而ܽ²ݔ + ݕݔܾ + ²ݕܿ + ݔ݀ + ݕ݁ + ݂ = 0經由配方法可得ܽ(ݔ − ℎ)ଶ + ݕݔܾ + ݕ)ܿ − ݇)ଶ = ݀ 

    的形式。故本研究僅針對⼆次曲線方程式ܽ²ݔ − ݕݔܾ + ²ݕܿ = ݀ 中 ܾ² − 4ܽܿ < 0的情況， 

    利用數學軟體 Desmos 繪圖後，討論改變係數對於圖形的影響，詳細結果如下。 

 

(三) 研究結果與分析 

針對⼆次曲線方程式ܽ²ݔ − ݕݔܾ + ²ݕܿ = ݀討論如下： 

1、 在ܾ² < 4ܽܿ前提下，改變ܽ、ܿ、݀ 的正負所形成的圖形，如表二 
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(表二) 

2、 討論 ܾ² < 4ܽܿ且ܽ、ܿ、݀均> 0時，將ݕݔ項中的ݕ、ݔ加上絕對值後的圖形變化 

²ݔܽ (1) − ݕ|ݔ|ܾ + ²ݕܿ = ݀中，改變係數 ܾ 的正負所形成的圖形，如表三。  

(表三) 
 ܾ > 0 ܾ < 0 

圖

形 

  
²ݔܽ (2) − |ݕ|ݔܾ + ²ݕܿ = ݀中，改變係數 ܾ 的正負所形成的圖形，如表四。 

(表四) 
 ܾ > 0 ܾ < 0 

圖

形 

  

²ݔܽ (3) − |ݕ||ݔ|ܾ + ²ݕܿ = ݀中，改變係數ܾ 的正負所形成的圖形，如表五。 

(表五) 
 ܾ > 0 ܾ < 0 

圖

形 

  
²ݔܽ (4) − ݕ|ݔ|ܾ + ²ݕܿ = ݀中，當ܽ數值變大時，圖形會由左右向ݕ軸靠近，如表六。 

(表六) 
 ܽ = 1 ܽ = 3 ܽ = 10 

圖

形 
   

 

 ܽ、ܿ >  0，݀ >  0 
ܽ、ܿ >  0， 

݀ ≤  0 
ܽ、ܿ <  0， 

݀ ≥  0 
ܽ、ܿ <  0， 

݀ <  0 

圖

形 

 

無圖形 無圖形 
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²ݔܽ (5) − ݕ|ݔ|ܾ + ²ݕܿ = ݀中，當ܿ數值變大時，圖形會由上下向ݔ軸靠近如表七。 

(表七) 

 ܿ = 1 ܿ = 3 ܿ = 10 

圖

形 
   

²ݔܽ (6) − ݕ|ݔ|ܾ + ଶݕܿ = ݀中，當ܽܿ數值變大，圖形會越來越接近橢圓，如表八。 

(表八) 
 ܽܿ = 1 ܽܿ = 20 ܽܿ = 100 

圖

形 
   

 

3、 若將方程式改為ܽ(ݔ − ℎ)² − ݔ|ܾ − ℎ|(ݕ − ݇) + ݕ)ܿ − ݇)² = ݀ 

(1) 當ℎ > 0，圖形向右平移 ℎ 單位；ℎ < 0，圖形向左平移 ℎ 單位，如表九。 

(表九) 

 ℎ = − 1，݇ = 0 ℎ = 0，݇ = 0 ℎ = 1，݇ = 0 

圖

形 

 

 

 

(2) 當݇ > 0，圖形向上平移 ݇ 單位；݇ < 0，圖形向下平移 ݇ 單位，如表十。 

(表十) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ℎ = 0，݇ = −1 ℎ = 0，݇ = 0 ℎ = 0，݇ = 1 

圖

形 
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五、結論與生活應用 

(⼀) 在嘗試找出心形函數圖形的過程，發現心形函數圖形可以先利用橢圓旋轉後得到斜橢

圓，再將斜橢圓方程式中ݕݔ項的ݔ加上絕對值，會使左半邊的圖形上下翻轉，就能得到

正向的心形函數，如上表三。如果將ݕݔ項中的ݕ加上絕對值，會使下半部的圖形左右翻

轉，這時就會得到橫向的心形函數，如上表四。由此可知，如果想要畫出心形，只要利

用橢圓方程式做變化即可。 

 

(二) 而調整方程式ܽ(ݔ − ℎ)ଶ − ݔ|ܾ − ℎ|(ݕ − ݇) + ݕ)ܿ − ݇)ଶ = ݀係數的過程中發現，係數 ܽ 是

控制圖形的水平伸縮、係數 ܿ 是控制圖形的垂直伸縮；而 h 用來控制圖形的左右平移、     

k 則是控制圖形的上下平移。這跟目前高中階段所學過的拋物線以及三角函數的圖形有

相同的結果。 

 

(三) 了解心形函數以及係數對圖形的影響後，便能利用係數與函數的關係，在 Desmos 上畫

出現實生活中的雞心蛤。並將高中階段學過的⼀次函數、⼆次函數、指數函數、圓及橢

圓…等方程式互相搭配使用，畫出台灣黑熊，如表⼗⼀。 

 (表⼗⼀) 

 

(四) 除 了 利 用 方 程 式 ݔ)ܽ − ℎ)ଶ − ݔ|ܾ − ℎ|(ݕ − ݇) + ݕ)ܿ − ݇)ଶ = ݀ 畫 出 愛 心 ， 我 們 也 在

Desmos 上畫出有名的心臟線，並嘗試利用包絡線的概念畫出心形圖案，如表⼗⼆。 
 

 

 圖片 函數圖形 

雞

心

蛤 

 用 11 條方程式畫出雞心蛤紋路 

台

灣

黑

熊 

  
用 71 條方程式畫出台灣黑熊 
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(表十二) 

 
ݔ)ܽ − ℎ)ଶ − ݔ|ܾ − ℎ|(ݕ − ݇)

+ ݕ)ܿ − ݇)ଶ = ݀ 
心臟線 包絡線 

圖

形 

 

 
 

 

 

 

 
 

用 56 條直線方程式 
勾勒出愛心形狀 

(五) 最後更利用⼀次函數搭配包絡線概念，寫了 1025 條方程式，在 Desmos 上呈現出 2022

年台灣燈會中，高雄流行音樂中心美麗的場景，如表⼗三。 

(表⼗三) 
 

 高雄流行音樂中心與函數圖形 

高雄

流行

音樂

中心

照片 

 

函數

圖形 
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